




On the Viscous Flow in Rounded Channel Exit 
(When the Flow is Two-Dimensional) 
Isao ASH町 o. Kiyoshi Y OSHIDA， Masao KIT A， 
Yoshio OKUNO， Shizuo Y AMAGISHI 
(Received Sep. 30，1969) 
With regard to the viscous flow in a large rounded channel exit， the authors 
approximated the velocity distribution with the polynominal by the same method 
as Pohlhausen's one in the theory of the boundary layer and the momentum 
equation being expressed with the orthogonal coordinates was solved by the iso・
cIined method. Also， the authors obtained the position of separation point 
experimentally with the aid of the two-dimensional channel to prove the theore-
tical value. The resu1ts are summarized as follows. 
(1) The separation point is related to Reynolds number. According as Rey-
nolds number becomes smaller， the separation point removes downward along a 
roundness from a straight channel exit， but in case of a small Reynolds number 
the ca1culations are complicated and they are too difficult to obtain the separa-
tion point exactly. 
(2) The justification of this solution was supported， because the results of the 
theoretical analysis coincided good with the experimental resu1ts. However， it
seems that the region which this theory may apply are Re=100-2000. 
(3) The radius of roundness at a channel exit on which this theory may apply 
is limited in the region of a large radius comparatively. When the radius of 
roundness is small， the analysis will be difficu1t too. 
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となり， β=const. は中心が (kcothβ，0)にある半
径 kcosechβ の円を， α=const.は中心が (0，-kcot 
α〉にある半径 kcosecα の円をそれぞれあらわす。い
まhおよびβ1を次のようにえらんでおく O




出口OAは α=0とあらわされる。 Gおよび bがきま
ると上式より
k=a〆1+2e， coshβl=l+l/e ・ H ・H ・.(3)


















線 (α およびβの増加する方向を正とする〉と y軸と
のなす角の方向余弦をそれぞれ恥および仰とL.ま
たαおよびβの増加する方向の流速をそれぞれ Uおよ
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h2h1 O'α h2h1 θβ ????• • • • • • • • ?
ここtこ Fa，= -t+μe"a ? ???
、? ? ? ? ? ?
Fss= -t+μess 
Fαs=Fsa=μe吋




h1hz Oβ | 
1 1θV -L U oh2 
2 -"" h2 Oβ
. 
h1h2 Oαf 
e" ，q=旦里一一ι(_V_\+~--L ~(--，ι) I 叩 h1 O'α¥h2 /. h2 Oβ¥h1 / J 
・(1日
である O 円弧壁面近傍では αおよび β方向の流速uお
よび Uはきわめて小さいから，式問第1式より慣性項
は省略できる口式同を使って整理すると























えてよいであろう O 式(17)を βで微分すれば壁面上β=
β1で
? ?













|土佐IB=3， = I μ0αI s=(3t 
+coshβ〉竺与| …H ・ H ・~O)。β“Is=(3t 
となる O また式仕切に式聞の第3式ならびに式(10)を代入
して整理すれば，






流路中心の速度を Uoとして， α方向の速度成分を U
として，u/uoを次の四次式で近似する。
U/Uo= 1 +Alη+A2η2+A3ηa+A4η4 ・H ・H ・.担割
ここで η=β/β1である。
境界条件は管軸のところ (β=0すなわち η=0) 
で U=Uoおよび f)u/8β=0であるO 式(22)は， η=0 
で"=Uoの条件を自動的に満足している。次にη=0
で θu/8β=0の条件より A1=0となり， 上式は次の
ようになる O
U/Uo= 1十A21J2+AaηS十A4η4 ・H ・H ・..(2)' 
この式は，上記の二つの条件を満足している。次







θ3U _ 6uー= ~ .~ CAa+4A41J) OβSβ13 
を得る。
以上の式を式側に用いて整理すると (β=βD
A2+3Aa+6A4=Aβ12 ・H ・H ・・白司
となるo
A=___k 旬 1 凶




+S(主竺土+2cothβ1+β1)A4= 0 …・・...(2日¥sinhβ1 ，-----，-. ' ，-.J 宮
壁面 (η=1)では U=0であるから式問rより
A2+Aa+A4= -1 ・H ・H ・..帥
式(23)，闘および位。より係数A2' A3および A4は次
のように定められる。
A9=ー r2 +f8，2+ β1asinhβし~~Al ) 
l“・ l，..・ 3(cos峨+coshβDr-j 
Aa=f 4-+ ~土β12十 5β13Si蜘~lAl ~ 





( • 4 1¥ 一一=(1-2ηz+ー ーが一一ーが l
Uo¥3' 3' J 
ArI β18sinhβ 1-2 -Allβ12+〆、}l'-. ' 3(cosα+coshβ1) J 
_f_土tl.2-1- _5β18sinhβ1 1..8 
t 3 r-.・ 9(cosα+coshβ1)J" 
+ffJ/+_/2β18sinhβ1 レ1















cosα= 1 -2~ -・・・・・・・・(叩)
これをもちいて (cosα十coshβ)-1を無限級数に展開す
ると
_r 1β1_2 一一一一一一一 H (cosα+coshβ) l2( 1 -~) 8( 1 のー2-. 
-~ β14 一=，fI4 ~'n ¥η4+…1 …・ '(31)
196( 1ーの2 32( 1ーのa¥'" j 
またdβ=βldηを用いて，式側を積分すると
Q=2uokβJ~(l+主斗主ι+主斗
υ l2( 1 のー¥ 345ノ
β12 (1 I A2 I A8 I A， ¥ 




96( 1 のー2 32( 1 のー3J¥5 7 
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+会生+与)+''J -・・・・(32)
となる。また直管路内の平均流速を d とすれば Q=2auである。次に式仰の右辺第3項を無限級数に展開する
と
β1Ssinhβ1 ー β13( ¥ 一一一一一(β1+ー がー+一一一何十…)(∞sa+coshβD 2( 1ーさ〉¥ 6 "-1 ， 120"-1' ) 
x[ 1 -4(ιrペ通てL5一肌〕作一〕
これらを用いて式倒を書き変えると




10( 1 のー ¥1260 . 181440/( 1 のー2'60480 (1 のーz
，1 8，4 . 1018，6¥ ん(き)= β1" ." +( .~~~~ + :~:~~: )一一一一
30( 1ーさ〉 ¥1008 . 181440) ( 1ーの2










Jy=2附 2kr~l (1 +A2η2+Aaη3+ん1J4)2~O釦coshβ+1"2dβJ 0 ，~ • --~" • --o" • --q'， / (cosα+coshβ〉
また (cosα+coshβ)-2をηの無限級数に展開しておくと，
CO蜘 coshβ+1 1. ム I_1一一 3___l A•2....2 
(cosα十coshβ)2 2( 1 -~) . l4( 1ー ε) 8( 1ーの2J~' -，
{1-5+5l }s14η4+・. 





J:c 1 +Aaη2+Asポ十A4J74)2η2dJ7=Dl-EIA+FIA2 
f:( 1 +A2η2+んη山 41J4)21J4dη= D2 -E2A + F 2A2 
とおくと，L11は次の dの二次式で与えられる口
L1， =[.-i24Do+12s12D1+β14D2)__ (1却12Dl+5β14D2L+~β14D~+...1
1-¥ 48( 1ーの 32( 1 ーの2-- 語τI工~)8 I 
-I~24Eo+1却♂El+β14E2) 一 (12β品+5β品L+__5fh4E2ー+…υ
48( 1ーの 32( 1 -~)2 . 32 ( 1ーの8 • 
?
{~仙2鈍訓肌4F凪o+l辺邸2却悶β
48( 1一sの) 32( 1 一 ~)2 . 32(1一sめ)3. 
α=∞nst.面における運動量はんであり， α+dα=const.面における運動量は {]y+(dJy/dα)dα}である。







2rβ ，113 ';，~= -puo2β1 (1 +A2η2+A3'1)S+んが)21 一一一一η+一~{一一一一一一一一一一 } 。η l2( 1ー さ)'" 3 l4( 1ー の 8( 1ー の2J 
1 I 5 5 ì~u;1 i ←一一{ 一一一一一一一一十 回15η5+…|5 L 48( 1ー さ) 32( 1ーの2' 32 ( 1ーさ〉リ J 
を得るから， ηで積分すると
ρ =Þc+pu02βlK(~ ， η) 
となる O ここに恥は壁面上の圧力を，また
K時(仔Eι~，'I)川η←)=r¥ 1ω1+叫A2州ηポ科2斗+A州3刊dηポ3+州Aん4η州4勺併〉刈イ 13((1 _， +一iι{ト十1一一一 τ 三ιτ21向J 守 l2( 1 一さの)' 3 l4( 1 一~) 8( 1 一 ~)2J
-・・・・・・・・側
.....位。
1 (1 5 5 L..， -士一i 一一一一一一一+~一一"" ~f3 15 '1)5 +…Idη ..・ H ・-削5 l 48( 1 -~) 32 ( 1ーの2' 32 ( 1ーのaJ，..1."' I 
をあらわす。式慨はさ=const.(α=const.)面上の庄力分布を与える O 次に式(7)に式(瑚， 日2)，側および(40)を代
入して積分すると
k.sinhβ 空F 1官 =2Pc~ HU1P1 晶、十2pU02ß 1 kJ2 ..(42) 
となるo ここtこ
2={1ゆ 1+β14Dz-JzfPF +…}-{1州+β14E~_ ---'i空し+…}A
l 12( 1ーさ)2 8( 1ーさ)3' J l J2( 1 さー)2 8( 1 _~)3 ' 
一一一一一一一 -一一一~~n+.….υ. ~μA (問1+州 f314F2 I_J 12( 1 一 ~)2 8( 1一sの)3  -・・・・・・・・側
である。式(42)を αで徴分すると
互竺DL-=__2脳出β1 互色+~:pcksin坦Lすsinα十2〆ι~2 Pf31k-ι(U02.J2) dα(cosα+coshβD dα(cosα+coshμ1)2 -----， ~.." . rr-，" d~ -・・・・ (44)
を得る。次に式(8)および(9)より.p=ρcとして
F2戸 2pcksinαsinhβ1dα/(cosα+coshβ1)2 -・・・・ (4日
F 8Y = 2'tok(cosαcoshβ1+ l)dα/(cosα+coshβD2 ・H ・H ・.(4聞
を得る。丸みのある壁面上の摩擦応力't'oは，式(14)に示した F吋の壁面上の値と同じものである口よって
|ιθ I v ¥ h1 θ/ u ¥| 't'o=μ le吋1β=ßl ニμ~一一←(一一)+一一一(一一) 1 I h1 a，α¥hz !' h2 θβ¥h1 ! Iβ=戸1
一rh2 r 1 av θ/ 1¥i I h1 r 1 au θ( 1¥n -μl 一一{一一一一一十U一一一{一一一 l~+~-~一一一一十U一一一!一一一 i ト|'-l h1 L h1 aα0α¥h2 ) J' h2 L h1 θβ0β¥h1 I JJs-sl 
となる O しかるに壁面上 (β=β1)では u=v=0，また av/a，α=0であるから，h1=んに注意すれば
=μI ，;:ー坐lh2 aβ|β=向
となる D 上式に式(瑚および倒fを用いると
。 =~(cosα+coshβ1)(2A2十 3A3+4A心hβ1 
となる D 上式を整理し，式(制に用いると
F叩 2塑~r12-Æ6β12+~型坦坦~lAlx~cosæcoshβ1+ 1I-dα 




仁 2ksi塑 L一生+2〆日pβ1k ~A (仇〉dα~ . -O~ l (COSα+coshβ1) dα d~ 
+ ~坐~~竺塑竺坦1士~?-(r2-[6β12十 β18sinhβ1 、 lA¥d窃9β12 (COSα+coshβD2¥ l-'-< . (cosa+coshβD r-;--j 
となる。さらに式凶によって，圧力こう配apc/伽をdであらわし，上式に用いて整理すると
















• • • • • • • • ?
??
???• • • • • • • • ?
... ".(53) 
H=4，+49.=U ~~j:!?~士12tぜ旦土色型企一立?~!zD 1十7β14Dz)一+~型z一一+...~
， ，-~ I 48( 1ー の 96( 1ーの， 32( 1 のー8・ j 
ー{盟も士旦ß12E1士且竺~_J12β品+7β14Ez〉ー十一座型~+…υ
48( 1ー の 96( 1ーの， 32( 1 のー8 ' 
{仙+12ßtZFt坦!"~~-J12ßtZFl +7ß14FZ〉十~~恒一+凶
48( 1 のー 96( 1 _~)2 '32( 1ーさ)8' r" j 
f1 1 11DLLJ 1 1 -L 11D4L...l G1(~)= n~ 9 ¥ 1-{一一一一一一~fß12+~一一ーと一一一一一一)十一一~fβ14十… \ ¥ β12l ~ l2く1 のー 2 J r-， ， l8( 1ー の 6く1 さー)' 24 Jr-" J I 
ω=;-+IH古川崎-d叫 JJ十 j 
である。式倒を解けば，AとEとの関係がえられるO
ところで式倒より明らかなように
1 (~) -AI2(~) > 0 
である D
また直管末端はα=0すなわち~= 0である。このとき式闘の右辺は不定となるので， この不都合を除くため
に，さ=0 では式(53~の右辺分子が O になるようにAを選ぶことにする口これは Pohlhausenが物体前方の岐点にお




---J"r 1 _ __5.β12+{-:壁 -_~~Jβ14+…i …H ・H ・側
一生--+←Lβ12+_ :~一 β14+ … β12 l - 24 ¥576 1440/" J 
3 18 .. . 1080 




~= 0 : dH/d~+(2H/uo)duo/d~= 0 
またSキOのときは式闘を解けばdとSとの関係が求められるO
一方，はく離点は '0=0でおこるO よって式闘より











A4= {ー1/3+A (0.04583+ O. 00180~ +0. 00173~2十0.00166~3十…)}
u/uo=(1-2η2十4が/3-η4/3)
-A[ (0.13474+0.00276~+0. 00266~2+0.00256~3+ ・・・〉 η2
96 
-(0.18062+0.00462.;+0.00446~2+0.00430.;3+ …)ポ
+ (0.04583 +0 .00180~ +0. 00173~2十0.00l66~S+ ・・・〉 η4)
式(甜， (:部)より
u r (0.60658 0.00362 I 0.00004 1 A f 0.00890 I 0.000041i 一I~一一一一一一一一一一一+一二一一一 ~-A 十一一一一一~+一一~V::-::Xn~ I 五。l[日-~) (1ーの2. (1ーのaJ .-t ( 1ー の (1ーの2Jj
式(淵より
Do=0.45679， Eo=0.00947， Fo=O.OOon 
D1=0.05419， E1=0.00262， F1=0.00003 
D2=0.01624， E2 = 0.00107， F2=0.00002 
式回より
H=f堕阻止哩塑f-A{塑壁一 0.000ー~~j+A2~旦三世空 ilOー の (1ーの21 .， t ( 1ー さ) ( 1 -';)2 J . -l ( 1 のー j
u/uoとHをEで徴分して
~ duO =rJ一旦主一一旦J恒堕+息里型企1-A[ ~.型坐~c+旦.0000生lU; df-llTIー さ)2 (1 さー)8I (1ーの4J "l(l さー)2' (1 -~)3 J 
dA (0.00440 I 0.00002 n /rf 0.3 0.00179上 0.00002I 
〈 干一一一一一一一MlてT二I)'n:ーさJ2Jj/ l r ( 1 -~) ( 1ーさ)2' (1 さー)3) 
-A{日塑-l-O. 00002 l 
(1 -~)‘ (1 ーさ)2J
dH = 10.2型盟 0.0型里1-Af生型空旦-~型型引+A2f旦旦堕~JdT-l( 1 -';)2 C iー の3J .，l( 1ー の2 (1 さー)3J ' -l ( 1 さー)2)
dA r r 0.00482 0.000041 ，( 0.00012 n 
dTUてTτ百一江τ百2f一日iてT工百J
となるo また式(56)より さの関係を示す。こうして得られた曲線が A~15.00
~= 0で A=ー 7.381 -0.2';の直線と交わった位置を求めると， ほぼ~=
となる口はく離点における dの値は 0.236を得るO
A=r15.00-0.U このsの値がはく離点の位置を与えるo ~または，
そこでさ=0， A=ー 7.381より出発して等傾線法に αではく離点を与えても不便なので，図4のように直
よって解くことができるO いま Re=103のときの計算 管出口位置より丸みに沿って測った中心角eで表現し





















800.05 0.1 0 0.15 0.20 ~ 0.25 
0・ 80 10.θ120 
図3 等傾線法によって求めたdとSとの関係 図4 α とθとの関係











1 duo 2β u 巴!C~)士~Q2i~)J




























-0肌 A' I +0山 r
0.2530 I -1.0570 


















0.2533 I -1.1028 






















































であるから，はく離点は 0当 11025'となるo 図3のs
軸の下に上式で換算した 0を示した。図5に丸みが同
じ (e=15)ときで，Re数が2X 103， 108， 5 X 102， 












う配Oの位置くA=0)， C点がはく離点 (A= 14.954) 
であるo また速度を示した位置は図6における η=

































































































Re : 9CO 
実!倹はく自1I点 。=11.30
計針.はく離点 。=11.40













ここで k=〆31a，coshβ1 = 16/15， cosα ニ 1 ー 2~ を
用いると
停c' 1.437(2.067 -2~) • 




??• • • • • • • • ?
である口
(i)さの値が小さいとき(さ=0 ~0.01) 
図 3 において~= 0 ~O.Olでは d とさとはほぼ直線
関係がなりたつから
A'=7ー 7.381+178.U 倒
と表わせる口 これを式130こ代入し， ~2 以上の項を省
略すると
ujuo=0.6690( 1 -1. 385~) ・ H ・ H ・.. ~闘
を得る口式聞に式倒， 間)を代入し積分すると (Re二
103) 
ρrc-ρ'ce= -65.53( 1 -7.738n〆吉XlO-3

















































o 0，2 0.4 0.6 0，8ρ 
? 
εニ15，Re= 103 







O 0.2 0.4 0.6 0，8 LO 
e= 15， Re= 103 
図10(b) はく離点における η方向 (β 方向〉
の圧力分布
となり，式(40)に代入して求められる D こう Lて~= 0 
とさ=0.236面上の β方向 (η方向〉の圧力分布を示
したのが，図10である O 図10(a)には，直管出口 a=





すO 壁面近傍すなわち， η→ 1の近くでは僧/θη=0
であり，式仰を導くときに仮定しため18β当 Oは成り
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